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e Calcolare I’area sottesa dal grafico della funzione f(z) = 22 + 2z + 3, nell’intervallo

[0, 1] e nell’intervallo [1, 3].

Soluzione:

Nell’intervallo [0, 1]:

1 1 I3
f(m)dxz/ x2+2x+3dx=[?+x2+3x] =
0 0

0, 13
4 0243.0) ="
(3+ - ) 3

3

Mentre nell’intervallo [1, 3]:

1
= 4+1%243.1—
3+ +

/‘f [ +x+84

e Calcolare I'area sottesa dal grafico di f(z) = 1 + 22, dell’esempio di pagina 2, in

[0,1] e verificare che é 3.

Soluzione:

e Consideriamo

e calcoliamo gli integrali

per
1. a=0,b=1;
=1, 2;
a=0,b=2;
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Calcolare poi l'area della regione di piano delimitata dal grafico di f(x) e dall’asse
x in [0, 2] (osservando che in realta la figura che si viene a delineare ¢ composta
da due triangoli rettangoli), confrontando il risultato con i valori calcolati ai punti
precedenti.

-1 0

-
w

-1

Soluzione: Cominciamo calcolando gli integrali:

1.
/Olf(t)dtz/ol—x+1dx=[—%2+:UK=—%+1=%
> 2 2 2 4 1
: f(t)dt:[—?+x]1=—§+2+§—1:——
3. ) - ) )
/Of(t)dt:[—?+x]0:—§+220

Per quanto riguarda ’area osserviamo che la figura é composta da due triangoli
rettangoli, entrambi con cateti di lunghezza pari a 1, quindi le due aree sono:

cateto - cateto 1
Averde = Arossa = = —

2 2
e quindi ’area totale della figura é
1 1
A= Averde + Arossa = 5 + 5 =1

Ci accorgiamo quindi che, in accordo con quanto detto in precedenza,

1
Aperde = + / f(t)dt, perché la curva sta “sopra” I'asse x
0
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2
Arossa = —/ f(t)dt, perché la curva sta “sotto” I'asse x
1

e I'integrale in [0, 2] ¢ la somma delle aree con segno, cioe

2
/ f(t)dt = Averde - Arossa
0

e Calcolare l'area sottesa dalla curva di equazione f(z) nell’intervallo [a, b], con

L. f(x)=2zBr+1)2ea=0,b=2;

2
-3 1
2 fla)y =TT 1=
T
3. flzx)=€e"+e*ea=0,b=1;
4. f(x)zsm(sz)ea:g,b:ﬁ,
1
5. f(x) = ea=1b=+2
4 — g2
Soluzione:
1.
2 2 2
/w(3x+1)2d:13:/ w(91‘2+1+6$)dx:/ 923 + z + 622 =
0 0 0
9zt 2?2 2
423 =3642+16=54
12 .
2. 2,2 2
— 1 1
/idxz/x—ii—i-—dx:
1 T 1 T
x? 2 1 3
= |- -3z+nfz|]|] =2-6+mn2—--+3+Inl=_-+1n2
2 . 2 2
3. . )
-1
/e’”—i—e_”dm:[e‘”—e_“]ézel—e_l—i—l—l:e
0 e
4.
T [ cos(2x)]"  cos(2m) cos(m) 1 B
2 2
5.
/\/5 L /\/5 L [ . x]ﬁ
———dx = ———_dx = |arcsin — =
1 V4 —22? 1 2«/1—(%)2 211
. o1 T m T
= arcsin — —arcsin - = — — — = —
A Ty TSI T T T 12
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e Calcolare l'area compresa tra le curve f(z) e g(z) con

L @) =2 e gl)=—sa+;

2 fla) = 5o e gla) = VT

3. f(x) = sin (z) e g(z) = % nell'intervallo [0, 7];
A f(z) = % e g(z) = —Sﬁ + 2§6x

5. f(z) = —ggﬂ + gx e g(z) = 2.

Soluzione:

1. In questo caso disegniamo i grafici di f e g, dove la prima € un’iperbole, mentre
la seconda € una retta:

Per prima cosa ora dobbiamo trovare i punti di intersezione A e B, che poi
ci forniranno gli estremi di integrazione, e per trovarli dobbiamo risolvere il

sistema
3
yzg
——3:c+9
Yy=73% Ty
3
y:;
x 2
3
o

6=-322+9r=22-32+2=0

8| w

y:
3+v/9-8 3x1
2 2

T12 =
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Troviamo quindi z4 = 1 e xg = 2. Per determinare i punti dovremmo trovare
la coordinata y sostituendo i due risultati nella prima equazione, ma a noi in
realta servono solo le . A questo punto dal grafico capiamo che tra A e B la
curva f sta sopra alla curva g, quindi I’area misurera:

zp 23 9 3 322 O 2
—gla)dr = | o+ -Zdp= -2 4223 =
/xA f(z) — g(z)dzx /1 2w+2 . T 1 + 5 n |x| 1

:—3+9—31n(2)+2—§+31n(1):3—3111(2)

. : . 1
. Anche in questo caso facciamo un veloce grafico, accorgendoci che f(x) = 5%
¢ una parabola con asse verticale mentre g(x) = y/z & un ramo di una parabola

con asse orizzontale:

s

Ci accorgiamo dal grafico che un punto di intersezione é 'origine, che infatti
appartiene ad entrambe le curve (come faccio a verificarlo?), mentre l'altro
sard una delle due soluzioni del sistema

1
.2
y=3e
y=+z
2y = 22
v =a

2y:y4=>y=\3@
y2::c:>a::\3/41

che ¢ il punto B = (V/4, v/2). L’intervallo di integrazione sara quindi [0, v/4],
intervallo in cui la curva g é maggiore a f, quindi ’area sara:

3
vi Vi g2 N AR 2
— dr = " dr = - — 2 _0+0=2
/Og<x>f<x>x/0ﬁ2w[3 6]0 2 0v0=2

1
3. Disegniamo il grafico delle due curve f(z) =sin(z) e g(x) = 5 e poi concen-

triamoci sull’intervallo [0, 7]:
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(n.0)

05

%

In questo caso le intersezioni sono i punti, con ascissa compresa tra 0 e ,

soluzioni del sistema

™

Quindi le soluzioni sono 1 = — e xo =

1
= x = arcsin <—>
= sin () 2

om
— (tutte le altre soluzioni del sistema,

cioé z1 + 2km e x2 + 2km con k € R, non appartengono all’intervallo che ci
interessa), allora, visto che nell’intervallo [z1, 23] la funzione f ¢ maggiore di

g, larea sara

/ @) = g(@yto = |

z2

1

sin (x) — %dw = [— cos (x) — —} -

T
2

x1

_ V3 5m V3 m_ gom
2 12 2 12 3
o 8 , 26
4. Disegniamo l'iperbole f(x) = —e la parabola g(z) = 9% + 9

In questo caso le soluzioni del sistema sono

y:

Y

2
T

=——x
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2
y=;
2 _8x2+26$
xr 9 9
2
y=-
X
18 = —8z3 4 2612
2
y=-
X

42 — 1322 +9=0= (z — 1)(42% — 92— 9)

Quindi abbiamo una soluzione data da x = 1 mentre le altre due sono z12 =

9++81+144  9+15

interessa dato che noi ci concentriamo sulla regione di piano limitata, quindi
quella nell’intervallo [1,3]. Allora essendo g maggiore di f in quell’intervallo:

. 3 .
che ci danno 1 = —- e x9 = 3, dove z1 non ci

[ o - =] ety B2 o]
_ — = — — n —
: g(z x)dz 572+ 5T x 1
8 13 104
=—-8+13—2In(3 — — —+4+2In(l) = — —2In3
+ n()+27 ot n (1) o7 n
o 14, 8

5. Disegniamo le due curve f(x) = —9% + 3% e gx) ==z

che in questo caso sono una parabola ed una retta, le cui intersezioni possono
essere trovate risolvendo il sistema
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y=x
Ox = —4x? + 24x

y==x
422 — 152 =0

Le cui soluzioni sono i punti A = (0,0) e B = ( ), quindi l'area sara

474
15

B I B B I

/0 f(x) g(m)dx—[ T +63:] =
4

152 5 152 5 5%.3 125

T BT 2T 1. 2 T 3

e Per calcolare I'area compresa tra le due curve di equazione zy = 6 e y = —322 +
6z + 3 cerchiamo i loro punti di intersezione e per farci un’idea della situazio-
ne disegniamo il grafico delle due curve (la prima un’iperbole e la seconda una
parabola):

~

£

o

IS

Le intersezioni le possiamo trovare risolvendo il sistema:

6
oz
y=—32%+6x+3
6
y=-
6 2
—=-322+6x+3
x
6

T
6 = —32° + 622 + 3z
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6
x
-2 —x+2=0=(r—1)(z+1)(z—2)=0

quindi le soluzioni sono i punti di ascisse x12 = £1, e 3 = 2, con x2 che, come
nel caso precedente, non ci interessa considerare visto che noi studiamo la regione
limitata, contenuta nell’intervallo [z1,x3] = [1,2]. A questo punto, osservando che
la parabola sta sopra l'iperbole in quell’intervallo, abbiamo che

2
6
/ 327+ 62+ 3~ ~do = [—a® + 32% + 32 — 61na|]} =
1

— 841246—6In(2)+1-3—-3+6In(1)=5—6In(2)

e Determinare il valore di k € R tale che la misura dell’area della regione di piano
compresa tra la parabola y = 1 — 22 e la retta y = k sia pari a 3.

Soluzione: Osserviamo che perché le due curve si incontrino deve essere k < 1, in
quanto per k > 1 la retta & troppo in alto e non incontra la parabola, mentre per
k =1 la retta passa per il vertice, quindi la regione di piano é costituita da un solo
punto, quindi con area nulla (e in particolare diversa da 3).

y=1-x2

Tenendo a mente questa condizione, risolviamo il sistema

yzl—w2

y=~k
k — 1 ——:E2 = T = j:x/i_:?75
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+V1-k T +v1
/ 1—x2—kdm:[( k)m——]
1k —1-k

(1-k)V1-— ——” (1—-k)V1-— _—V

=21 — kW1 —-k—2(1— )”13_k=2(1—k)<1—é)m

Perché questo sia uguale a 3 deve essere

%(1 —kWV1-k=3
16(1 — k)?(1 — k) =81
(1 k) = ?—é

81

indi k=1- {/ —.
Quindi 16
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